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Vorwort

Zum Lehrinhalt des Bachelorstudiums der Fachrichtung Physik gehoren zwei Grundprakti-
ka, in denen Studierende das Experimentieren erlernen sollen. Dies beinhaltet nicht nur
den Umgang mit Messgeréten, sondern auch mit Messdaten: In jeweils zwei Versuchen pro
Semester soll eine ausfithrliche Fehlerbetrachtung durchgefiihrt werden.

Jedoch kommt es bei der Auswertung oft zu Schwierigkeiten. Viele Studierende sind
sich trotz Besuch der Experimentalphysik- und Datenauswertung-Vorlesung unsicher, wie
sie in der Praxis eine korrekte Fehlerbetrachtung durchfithren kénnen. In dieser Bachelor-
arbeit wurde ein Skript entwickelt, in dem die grundlegenden Formeln und Methoden zur
Fehlerrechnung, zur Abschétzung von Unsicherheiten und zur Datenausgleichsrechnung
vorgestellt und erklart werden. Das Skript richtet sich als Hilfsmittel an die Studierenden
des dritten und vierten Semesters.

Zum besseren Verstdndnis werden die mathematischen Grundlagen durch Anwendungsbei-
spiele anhand des Pendel-Versuchs aus dem physikalischen Anfangerpraktikum unterstiitzt.

In einem néchsten Schritt wére es denkbar, jede Gruppe als Einstieg den Pendel-Versuch
durchfithren zu lassen, in dem das grundlegende Praktikumsverstdndnis vermittelt wird.
Hierbei wiirde dieses Skript als Hilfestellung dienen, wie eine ausfiihrliche Fehlerrechnung
durchgefiihrt werden soll.
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1 Einleitung

Jede Messung, auch wenn sie sehr sorgfiltig ausgefithrt wurde, ist mit einem Messfehler be-
haftet . Der gemessene Wert weicht vom idealen, wahren Wert einer Gréfle ab. Man kann
diese Abweichung durch eine prézisere Messung minimieren, aber nie ganz vermeiden .

Das Wort ,Fehler“ bedeutet im physikalischen Praktikum nicht etwa ,falsch®, ,Makel*
oder gar ,Versagen des Studenten“. Der Messfehler ist vielmehr ein unverzichtbarer Teil
des Messergebnisses und daher nichts Schlechtes. Nach der deutschen Norm der Messtech-
nik (DIN 1319) spricht man meist von ,,Messunsicherheiten“ oder ,Messabweichungen®,
um derlei Irrtiimer auszuschlieBen [3]. In diesem Skript sollen die Bezeichnungen Fehler,
Unsicherheit und Abweichung synonym zueinander verwendet werden.

Der wahre Wert einer Grofle bleibt unbekannt . Man kann lediglich einen Bestwert
finden, der dem gesuchten Wert nahe kommt . Sogar bei physikalischen Konstanten wie
der Elementarladung ist es nicht mdoglich, ihren Wert exakt zu bestimmen, weswegen sie in

Lehrbiichern meist mit Fehlerintervall angegeben werden. Im Praktikum ist die folgende
Darstellung iiblich :

T = TBest + A )
Ergebnis = Bestwert + Messfehler.
Das bedeutet: Der gemessene Bestwert weicht vom wahren Wert ab, die (fixe) Position

des wahren Wertes ist nicht bestimmbar, doch es lisst sich abschétzen, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit das Intervall zwischen xest — Az und xgest +Ax den wahren Wert einschlief3t.

Dies setzt voraus, dass die Abweichung sorgfiltig berechnet wurde, denn wahlt man
Ax zu Kklein, ist die Wahrscheinlichkeit gering, dass der gesuchte Wert im berechneten Inter-
vall enthalten ist. Wahlt man Az zu grof3, erscheint das Messergebnis fiir et ungenauer
bzw. weniger vertrauenswiirdig .
Der Messfehler erfiillt also zwei Aufgaben:

e Er gibt den Bereich an, in dem der gesuchte Wert erwartet wird @

e Seine GroBe gibt Auskunft iiber die Genauigkeit der Messung [7].

Etwas provokanter ausgedriickt: ,Die Messung einer physikalischen Gréfle ohne Angabe
der Messunsicherheit ist wertlos!* [8]
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Was Fehlerrechnung nicht ist

Der Begriff ,,Fehlerrechnung” ist eigentlich irrefiihrend. Niemand kann Fehler explizit
berechnen [6]. Insbesondere ist es nicht moglich,

e die Abweichung zum wahren Wert exakt zu bestimmen @ S.29],
e cigene Irrtiimer bei der Messung auszugleichen,
e aus ,falschen“ Messwerten ,richtige zu machen [7].

Aufgabe der Fehlerrechnung ist es, Messdaten sinnvoll auszuwerten und einen Bereich
abzuschétzen, in dem man den gesuchten Wert erwartet. In diesem Skript werden die
wichtigsten Methoden anhand des Pendel-Versuchs aus dem Praktikum Klassische Physik
am KIT vorgestellt.

2 Darstellung von Messergebnissen

Zur Angabe eines Messergebnisses gehoren immer drei Komponenten: Die Maflzahl, die
Messunsicherheit und die Einheit [5].

Als Maf3zahl dient hierbei der sogenannte Bestwert xpest, der Messwert, der dem wahren
Wert moglichst nahe kommt. Wurde nur ein Wert gemessen, so benutzt man diesen als
Mafizahl. Bei einer Mehrfachmessung mit N Messwerten wird der arithmetische Mittelwert

T berechnet S.11]
1N
TBest = T = N ;xz (1)

Die Angabe der Messunsicherheit kann auf zwei Arten erfolgen. Beide sind im Praktikum
zuléssig.

Absoluter Fehler: Die Messunsicherheit wird als Zahlenwert Ax angegeben. Diese Dar-
stellung beschreibt das Intervall, das mit einer Wahrscheinlichkeit von 68% so liegt, dass es
den wahren Wert beinhaltet (auch Vertrauensbereich genannt; Begriindung siehe Kapitel

3.2.2) [11} S.8].

x = (z £ Az) [Einheit]. (2)

Die Einheit der Unsicherheit muss hierbei gleich wie die der Maflzahl sein.

Also nicht
m = 6,b4kg + 50¢g
sondern
m = (6540 £+ 50) g
oder
m = (6,54 + 0,05) kg.
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Fiir eine bessere Lesbarkeit empfiehlt es sich, mit physikalischen Vorsilben oder Zeh-
nerpotenzen zu arbeiten. Diese stehen hinter der Klammer, betreffen also sowohl die
Mafizahl als auch die Messunsicherheit.

Relativer Fehler (auch Prézision genannt): Alternativ dazu kann die Messunsicherheit
auch prozentual dargestellt werden S.6].

A
x = Z [Einheit] + ﬁ -100 % (dimensionslos) (3)
T

Dies hat den Vorteil, dass man die Genauigkeit der Messung direkt ablesen kann. Denn bei
der Entfernung zwischen Erde und Mond wiirde eine Messunsicherheit von 10 cm fiir eine
sehr préazise Messung sprechen, bei der Vermessung eines Zimmers jedoch fiir eine grobe
Messung - obwohl die absolute Abweichung gleich wére.

Im Grundpraktikum wird iiblicherweise eine Prézision von 5-10 % erreicht .

2.1 Signifikante Stellen: ,,Wie genau muss ich mein Ergebnis
angeben?*

Da es sich bei Ax um einen Schitzwert handelt, ist es wenig sinnvoll, ihn mit zu hoher
Stellengenauigkeit anzugeben. Im Praktikum ist es meist ausreichend, die Messunsicherheit
auf eine signifikante Stelle zu runden. Ausnahme: Wird mit dem Wert weitergerechnet,
oder ist die erste signifikante Stelle eine 1, so rundet man auf zwei signifikante Stellen.
Denn einen Messwert wie beispielsweise 0,14 auf 0,1 abzurunden, wiirde einen Unterschied
von 40% bedeuten. Man bekommt also ein repriasentativeres Ergebnis, indem man zwei
signifikante Stellen behalt.

Bei signifikanten Stellen handelt es sich nicht um die Nachkommastellen, sondern um die
fithrenden Ziffern des Ergebnisses, die keine Nullen sind S.15].

Die erste signifikante Stelle von 0,02385 wére also nicht 0, sondern 2. Richtig gerundet
wéare daher 0,02 bei einem Endergebnis oder 0,024 bei einem Zwischenergebnis.

Bei der Angabe des Messwerts sollte die letzte signifikante Stelle des Bestwertes die-
selbe Groflenordnung haben wie die Messunsicherheit, auch wenn der Computer oder
Taschenrechner mehr Nachkommastellen liefern wiirde [5].

Hat man beispielsweise beim Pendelversuch eine Erdbeschleunigung von g = 9,8243 3
gemessen, so wiirde man schreiben

m
= (9,82 40,02) —
9=19, ,02) 5,

bei einer groben Messung -
g= (9,8j:0,2)s—2
oder sogar
m
g = (10,0 + 1,0)8—2,
da sich die Nachkommastellen der Mafizahl an der Gréflenordnung der Messunsicherheit
orientieren.
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3 Fehlerklassifizierung

Prinzipiell gibt es drei verschiedene Arten von Messunsicherheiten, die jeweils unterschiedlich
behandelt werden miissen: Grobe Fehler (Kapitel 3.1), statistische Unsicherheiten (Kapitel
3.2) und systematische Unsicherheiten (Kapitel 3.3).

3.1 Grobe Fehler

Grobe Fehler bzw. Irrtiimer sind tatsichlich nur ,falsche“ Messergebnisse. Sie konnen durch
defekte Messgerite, Ablese- und Ubertragungsfehler oder auch mangelnde Objektivitit des
Experimentators (unzureichende oder manipulierte Messdaten) entstehen [12].

Deshalb sind grobe Fehler prinzipiell vermeidbar, werden aber durch Fehlerrechnung
nicht aussagekraftiger . Es hilft nur, die Messung zu wiederholen .

Grobe Fehler sind nicht Gegenstand der Fehlerrechnung. Eine Ausnahme bilden einzelne
fehlerhafte Messwerte, die als solche identifiziert werden konnen (siehe Kapitel 5.4).

3.2 Statistische Unsicherheiten

Statistische Unsicherheiten werden auch zuféllige Unsicherheiten oder Streufehler genannt,
da sie aus Messwerten resultieren, die bei identischen Messbedingungen zufillig um den
wahren Wert verteilt sind [3]. Das heifit, es treten Abweichungen auf, die in Betrag und
Vorzeichen verschieden sind. Statistisch gesehen kommen - bei einer Ndherung von unendlich
vielen Messungen - gleich oft Abweichungen beiderlei Vorzeichen vor, sodass sie sich ge-
genseitig aufheben. Der Mittelwert unendlich vieler Messungen wére also der wahre Wert .

Ursachen der statistischen Messunsicherheit liegen auch in der Genauigkeit des Expe-
rimentators . Griinde kénnen zum Beispiel unterschiedliche Reaktionszeiten bei der
Bedienung einer Stoppuhr sein, oder ein Parallaxenfehler beim Ablesen einer Skala.
Daher lassen sich statistische Unsicherheiten nicht vermeiden, aber sie lassen sich durch
eine Wiederholung der Messung minimieren: Je mehr Messwerte aufgenommen wurden,
desto weniger fillt der ,Fehler ins Gewicht [8].

Im Pendelversuch sind die Schwingzeiten des Reversions- und des Fadenpendels mit statis-
tischen Unsicherheiten behaftet. Es gilt daher, mehrere Messreihen aufzunehmen und die
korrespondierenden Werte zu mitteln, um die statistische Unsicherheit der Erdbeschleuni-
gung zu bestimmen.

3.2.1 Die Standardabweichung

Betrachtet man nur zuféllige Unsicherheiten, so erwartet man, dass die Messwerte eine
Normalverteilung (GauBverteilung) um den wahren Wert beschreiben. Somit kann man
aus den Messwerten den Bereich abschitzen, der mit einer Wahrscheinlichkeit von 68%
den wahren Wert enthéalt .

Um die statistische Unsicherheit der Einzelmesswerte z; zu bestimmen, berechnet man
jeweils die Differenzen zum Mittelwert. Diese konnen aber sowohl positiv als auch negativ
sein, wiirden sich also gegenseitig autheben. Um diese Problematik zu umgehen, quadriert
man die Differenzen, bevor man sie aufsummiert und mittelt. Diese Kenngrée o2 nennt
man Varianz S.77]

1 N
=1

2 _
Op =
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Durch Ziehen der Wurzel ergibt sich die Standardabweichung des Einzelwerts

Ublich ist es jedoch, eine leicht modifizierte Gleichung zu benutzen S.8]

. N
Op = \IN_IZ(%—JU)Qa (5)
i=1

die einen geringfiigig grofleren Wert liefert als Gleichung . Die Idee hinter dem verdnder-
ten Vorfaktor ﬁ ist, dass ein Wert nicht von sich selbst abweichen kann. Hat man also
nur einen Messwert zur Verfiigung, so kann man keine Abweichung vom Mittelwert und
damit auch keine Standardabweichung bestimmen [8].

Aus physikalischer Sicht bedeutet dies: Man mittelt iiber die Anzahl der Freiheitsgrade.
Bei N Messwerten wiirde man N Freiheitsgrade erwarten, allerdings benétigt man den
Mittelwert x, um die Standardabweichung zu berechnen. Da dieser selbst von den Stichpro-

ben z; abhdngt, geht dabei ein Freiheitsgrad verloren [5].

Die modifizierte Gleichung fiihrt zu einem etwas gréfieren Ergebnis, diese Anderung fillt
aber bei iiblichen Messreihen kaum ins Gewicht. Ab ca. 50 Messungen liegt der dadurch
entstandene Unterschied unter 1% [14].

Im Praktikum kommt es fiir gewhnlich auf die Standardabweichung des Mittel-
werts oz an. Sie ist gleichbedeutend mit der statistischen Unsicherheit einer Messreihe.
Um diese zu erhalten, mittelt man die Varianz o2 nochmals iiber die Zahl der Messwerte
N, bevor man die Wurzel zieht .

o 1 N
o r o _ . 7)2
Ostat — Oz = \/N = \J N(N — 1) i:1($1 - l‘) (6)

Die Standardabweichung der Einzelmessung wird also mit einer héheren Anzahl von Mess-
werten nicht genauer , der Mittelwert und die Standardabweichung des Mittelwerts
jedoch schon [5].

Falls weniger als vier Messwerte zur Verfiigung stehen, ist auch die Darstellung

Outat = 05 = Lmax — Lmin (7)

zuléssig . Diese minimalistische Variante der Standardabweichung ist allerdings weniger
prézise und auch anfalliger fiir Ausreifier, daher fir das Praktikum nur bedingt zu empfehlen.
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Beispiel: Beim Fadenpendel-Versuch haben finf Studierende den Durchmesser einer
Metallkugel bestimmt. Da beim Messen mit dem Messschieber Anlege- und Ablesefehler
auftreten konnen, erhielt man fiinf verschiedene Messwerte (in Metern):

0,060 0,063 0,054 0,058 0,061

Mittelwert: d = 0,0592m

Standardabweichung: o4 = 0,00342 m

St.abw. des MW: oz = 0,00153m

Auf zwei signifikante Stellen gerundet lautet das Ergebnis

d = (0,0592 % 0,0015) m = (5,92 £ 0,15) cm.

Wir kénnen also annehmen, dass das berechnete Intervall mit einer Wahrscheinlichkeit von
68% den gesuchten Wert des Durchmessers enthélt.

3.2.2 Die Normalverteilung: ,,Warum 68%7¢

Angenommen, es wurden N Werte gemessen. Jeder Messwert xj, tritt ng-mal auf. Nun
sind die vorliegenden Messwerte in der Regel keine ganzen Zahlen, sodass vermutlich
kein Messwert mehrfach vorkommt. Man unterteilt die Messwerte daher in Intervalle
der Breite Axz und betrachtet, wie viele Messwerte An;. fiir welches Intervall zwischen xy,
und x+Ax vorkommen. Dieser Zusammenhang wird als Histogramm aufgetragen S.91].

Ublicherweise gibt man aber nicht in expliziten Zahlen an, wie sich die Haufigkeiten
auf die einzelnen Klassen verteilen. Stattdessen verwendet man die relative Haufigkeit
fx(zk), also den Anteil der Messwerte, die ein Ergebnis zwischen zj, und zj + Az liefern [5].

ng
E\Tk) = -+
filog) = 2
- 0,3 = 0,25 _ 0,2 —
£ 20,25 0.2 /N
i ; 0,15
59 02 A
o 0,15
T % 0,15 0,1
) 1 u
2 % 0,1 0, 0.05
-~
<3 0,05 0,05 ’
~ 0 0
|||||||||||||||| 0 |||||||||||||||| I|IIII|IIII|IIII
26 265 27 2,6 265 2,7 26 265 27
Histogramm fiir 10 Histogramm fiir 100 Histogramm fiir
Messungen Messungen 1000 Messungen

Abbildung 3.1: Je mehr zuféllig um einen wahren Wert verteilte Messwerte vorhanden sind,
desto eher gleicht das Histogramm einer Gauflkurve.

Nun betrachtet man den Grenzfall: Geht die Anzahl N der Messwerte gegen Unendlich,
und wird die Intervallbreite Az infinitesimal klein, so ndhert sich der Verlauf von fi(z)
einer Verteilungsfunktion an S.93].

Bei Messwerten, die durch kleine, zuféllige Abweichungen zustande kommen, wie das im
Praktikum oft der Fall ist, gleicht die Verteilungsfunktion einer symmetrischen Glockenkurve,
der Gaufischen Verteilungsfunktion oder auch Normalverteilung
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1 _(@=—w)?
o) = ———e 222 . 8
fﬂ; ( ) U\/ﬂ ( )

Durch den Vorfaktor wird die Verteilungsfunktion auf 1 normiert, d.h.

+o0
/  fuol@)dr =1. 9)

Weiterhin hingt die GauBBkurve von zwei Parametern ab: vom Zentrum g und dem Breite-
parameter o.

~—68,27% —=

95,45%
f/! 99,73% K

p-3c p-26 u—c p pu+c p+2c p+3c

Abbildung 3.2: Gaulkurve um den Mittelwert u, mit dem Breiteparameter o

Bei unendlich vielen Messungen entspricht der Mittelwert u gerade dem wahren Wert;
insofern liegt an dieser Stelle das Maximum der Gauflschen Verteilungsfunktion.

Der Parameter o ist die bereits bekannte Standardabweichung. Je kleiner diese ausfallt,
umso schmaler wird die Gaulkurve, was fiir eine prézise Messung spricht . Fihrt man
eine Funktionsuntersuchung durch, so stellt man fest, dass die Wendestellen des Graphen
gerade bei p + o liegen [14].

Wie hoch ist nun die Wahrscheinlichkeit, einen Messwert zwischen den beiden Wendestellen
der Gaufifunktion zu finden?

pto
/ fuo(x)dz =~ 0,6827 (10)
pn—o

Auf diese Weise erhélt man das Vertrauensintervall: Da man eine fest vorgegebene Gauf3-
verteilung annimmt, kann man davon ausgehen, dass 68% aller Messwerte im Bereich von
@+ o liegen.

Fiir den Praktikumsversuch bedeutet dies: Wiirde man die Messung sehr oft wieder-
holen, bekéme man jedes Mal einen anderen Bestwert & mit einem anderen o,-Intervall. In
68% aller Falle wiirde das Intervall so liegen, dass es die gesuchte Grofie beinhaltet. Es
bedeutet nicht, dass der wahre Wert mit einer Wahrscheinlichkeit von 68% im Intervall
liegt. Der wahre Wert ist fest, wenngleich unbekannt, sodass er keiner Wahrscheinlich-
keitsverteilung folgt. Es ist also nur moglich, eine Aussage tiber das Intervall selbst zu treffen.

Etwas oberflachlicher ausgedriickt: Das Intervall & 4+ o, enthélt mit einer Wahrschein-
lichkeit von 68% den gesuchten Wert . Bei einem Integrationsbereich von p + 20 erhilt
man bereits eine Wahrscheinlichkeit von 95%, bei u + 30 sind es sogar iiber 99%. Diese
Angabe des Messwerts wére zwar verlasslicher, aber ungenauer, weswegen das 68%-Intervall
die {ibliche Konvention ist [2].
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Man sieht also, dass das Vertrauensintervall von 68% keine willkiirlich festgelegte Zahl
ist. Da man mit der GauBverteilung als Modell fiir die zufillige Streuung der Messwerte
arbeitet, bietet es sich an, das Intervall nicht in Prozent anzugeben, sondern in Vielfachen
von o.

3.2.3 Statistische Unsicherheit der Einzelmessung

Falls keine Messreihe aufgenommen wurde, sondern ein einzelner Wert, ist es nicht moglich,
einen Mittelwert und somit eine Standardabweichung zu errechnen. In diesem Fall muss
die statistische Unsicherheit abgeschatzt werden.

Ubliche Abschitzungen sind

e beim Ablesen von Skalen: die Hélfte der kleinsten Skalenteilung,
e beim Ausldsefehler bei der Bedienung einer Stoppuhr: At = £0,1 s bis & 0,3 s [4],

e bei einer Zahlung von n Ereignissen (z.B. radioaktive Zerfille): An = +4/n S.39].
Letzteres ist genau genommen keine Schitzung, sondern die Standardabweichung
der Poisson-Verteilung. Bei der Poisson-Verteilung handelt es sich ebenfalls um eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir Messwerte, jedoch beschreibt sie - anders als die

Gauf3-Verteilung - diskrete Werte, d.h. ganze Zahlen S.187].

Anmerkung: Man kénnte zwar annehmen, diese Vorgehensweise sei redundant, da sie
ahnlich oder gleich der Abschitzung der systematischen Unsicherheit ist (siehe Kapitel
3.3.1). Es ist aber die einzige Moglichkeit, den statistischen Fehler abzuschitzen, da man
ihn nicht auf mathematische Weise bestimmen kann. Fihrt man diese Abschatzung nicht
durch, wiirde das bedeuten, die statistische Unsicherheit zu ignorieren, obwohl sie dennoch
existiert.

3.3 Systematische Unsicherheiten

Systematische Unsicherheiten beeinflussen das Messergebnis stets um den gleichen Betrag
und in die gleiche Richtung. Daher konnen sie durch eine Wiederholung der Messung weder
erkannt noch ausgeglichen werden. Hier liegt also kein Vertrauensintervall von 68% vor,
sondern eine Verschiebung, die das gesamte Messergebnis zu grofl bzw. zu klein macht.
Dies bedeutet allerdings auch, dass eine systematische Unsicherheit korrigiert werden kann,
sofern man sie erkennt @ﬂ

Ursachen fiir systematische Unsicherheiten sind beispielsweise falsch kalibrierte Mess-
geréte, Garantiefehlergrenzen (d.h. prozentuale ,,Genauigkeitstoleranzen) der Messgerite,
aber auch Materialfehler wie Deformation oder Inhomogenitét [14]. Auch Umwelteinfliisse
wie Druck und Temperatur sowie Reibung fithren zu systematischen Unsicherheiten, diese
sind allerdings meist klein und konnen vernachléssigt werden [4] [16].

3.3.1 Abschitzung systematischer Unsicherheiten

Einige systematische Unsicherheiten lassen sich durch Anderung der Experimentieran-
ordnung (z.B. durch die Verwendung eines anderen Messgerits) minimieren oder durch
Rechnung beseitigen . Neben diesen erfassten Fehlern gibt es aber meist auch uner-
fasste Fehler, die sich lediglich abschiatzen oder gar nicht erkennen lassen. Wie grofi man
den Fehler des Messgerits, sofern dieser nicht angegeben ist, oder des Ablesens einer Skala
annimmt, liegt im Ermessen des Experimentators. Jedoch geniigt es im Praktikum meist,
eine Unsicherheit von einer halben Skalenbreite oder von 1% Genauigkeit anzunehmen .



Im Pendelversuch besitzt die Lichtschranke einen Kalibrierfehler von 0,2%, was eine
systematische Unsicherheit fiir die Schwingzeiten bedeutet. Beim Reversionspendel ist
die Skala auf dem Metallstab durch die Léngenausdehnung mit einer systematischen
Unsicherheit von £0,2 mm behaftet.

In der Regressionsgeraden beim Fadenpendel stellt man einen Versatz fest. Dies
ist ein erfasster Fehler, sodass sich die Messwerte umgehend um diesen Betrag korrigieren
lassen, bevor man mit ihnen weiterrechnet. Eine weitere Behandlung des Versatzes als
systematischer Fehler ist daher nicht notwendig.

4 Fehlerfortpflanzung

Bei einigen physikalischen Gréflen ist es nicht moglich, sie direkt zu messen. Sie lassen sich
lediglich als Funktion von direkt erfassbaren Grofien darstellen. Dies bedeutet allerdings,
dass jede Einzelmessgrofie x, y, z,... mit einer Unsicherheit behaftet ist, die in die Gesamt-

grofe F(z,y, z,...) eingeht [16].

Den Bestwert fiir F' erhdlt man, indem man die Bestwerte der Einzelmessgrofien in die

Formel fur I einsetzt

FRest :F(-ff?gL 27) (11)

Auf welche Weise man den Gesamtfehler AF' erhélt, kommt darauf an, wie die einzelnen
Variablen miteinander zusammenhangen.

4.1 Konstante Faktoren

Der einfachste Fall liegt vor, wenn man aufler einer linearen Variablen x mit der Unsicherheit
Az nur Groflen ohne Abweichungen gegeben hat, z.B. Konstanten oder Anzahl/Vielfache.
Bei Multiplikationen vom Typ

F=c-z ; Ac=0 (12)
wird die Unsicherheit Az einfach mit dem Betrag von ¢ multipliziert S.45]

AF =|c| - Ax. (13)

Hat man fiir den Fadenpendel-Versuch den Durchmesser einer Metallkugel bestimmt und
die zugehorige Unsicherheit abgeschétzt, so braucht man diesen nur durch 2 zu dividieren,
um die Unsicherheit fiir den Radius zu erhalten.

4.2 Grofitfehlerabschitzung

Die GroBitfehlerabschétzung stellt den ungiinstigsten Fall dar, bei dem sich alle Unsicher-
heiten vollstdandig addieren @ﬂ Bei Einzelmessungen, bei ausschliefllich geschitzten
Abweichungen oder bei (statistisch) voneinander abhingigen Messgrofien geht
man davon aus, dass die Unsicherheiten aller Einzelmessgréfien das Ergebnis maximal in
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dieselbe Richtung verschieben [12].

Nimmt man an, dass die Messfehler Az, Ay, Az,... klein gegeniiber den Messwerten
x, Y, z,... sind, so lasst sich der Gesamtfehler durch eine Taylorreihenentwicklung bis zur
ersten Ordnung berechnen ﬂ@] Man entwickelt F' an der Stelle des Bestwerts in jeder der
Teilmessgrofien

oF

ox

:_'(x—“f)Jrg]; -(y—?J)Jr%Z :_-(z—Z)—i—...
(1)

Um die maximale Abweichung zu erhalten, summiert man die Betrdge des ersten Taylor-
glieds auf und nimmt weiterhin an, dass (x — z) < Az gilt (analog verfahrt man fir Ay,
Az).

Man enthéilt das lineare bzw. arithmetische Fehlerfortpflanzungsgesetz: S.9]

F(z,y,z,..)=F(z,y,z)+

OF
Az + |
Z,7,2 Yy

oF

_|oF L |9F
Y 0z

=5 A

z,9,2

AF(z,y,z,...) Az A+ (15)

z,9,2

Es werden ausschlief$lich partielle Ableitungen durchgefiihrt, d.h. bei der Ableitung von
OF /0x werden y und z wie Konstanten behandelt. Falls in dem abgeleiteten Term noch z,
y, z oder deren Potenzen auftreten, setzt man deren Mittelwert ein [16].

Beim Fadenpendel-Versuch bendtigt man den Abstand s zwischen dem Schwerpunkt und
der Aufhdngung, der sich aus der Lénge [ des Fadens und dem Radius r der Metallkugel
zusammensetzt

s=1l+r.

Angenommen, es wurde ein verbogener Messstab verwendet. Dann sind beide Werte zu grof3
bzw. zu klein, und die Unsicherheiten beider Einzelwerte wirken sich in dieselbe Richtung
auf den Gesamtwert aus

0s
As= |2
= o

Ay |2

3 -Ar = Al + Ar.

4.3 Gauflsche Fehlerfortpflanzung

Meist betrachtet man allerdings eine indirekt messbare Grofle F(z,y, z), bei der die er-
fassbaren Groflen x, y, 2 unabhangig voneinander sind und sich somit nicht gegenseitig
beeinflussen . Dann wiirde Gleichung offensichtlich ein zu grofies Fehlerergebnis
liefern, denn es ist nicht anzunehmen, dass alle Grofien gleichzeitig um den vollen Betrag
iiber- oder unterschitzt wurden S.48]. Stattdessen geht man davon aus, dass die
Unsicherheiten der Teilgrofien sich gegenseitig (zumindest teilweise) aufheben kénnen .

Um nun die Gesamtunsicherheit der indirekten Messgréfle zu berechnen, wendet man
das Gauf3sche Fehlerfortpflanzungsgesetz an

AF(:c,y,z)—\/(Zj-AﬂC)Q%-(g-Ay)2+<g~Az>2. (16)

Auch diesmal werden die Bestwerte von z,y,z in die abgeleitete Formel eingesetzt.
Werden also die einzelnen Unsicherheiten quadratisch aufsummiert, so erhélt man ein
kleineres Ergebnis fiir die Gesamtunsicherheit als dies bei einer Grofitfehlerabschitzung der

10



4.4 Die Gesamtunsicherheit 11

Fall wére (vgl. Pythagoras) [9, S.42]. Diese besondere Art der Summation fiihrt aufierdem
dazu, dass groflere partielle Unsicherheiten stérker ins Gewicht fallen als bei einer einfachen
Addition der Betrige , sodass klar ersichtlich wird, welcher Einzelbeitrag den starksten
Einfluss hat .

Beim Reversionspendel lautet die Formel fiir die Erdbeschleunigung

472 .1,
T2

T

g= .
Die Bestwerte fiir die reduzierte Pendellinge [, und die Schwingdauer 7, lassen sich im
Schnittpunkt der Regressionsgeraden durch die beiden Messreihen bestimmen. Jedoch sind
die beiden Geraden mit statistischen Unsicherheiten in Steigung und y-Achsen-Abschnitt
behaftet, die gemafl dem Gauflschen Fehlerfortpflanzungsgesetz die statistischen Unsicher-
heiten fur [, und 7, liefern.

Mit diesen beiden Gréfien kann man wiederum eine Gaufische Fehlerfortpflanzung durch-
fithren, um die Gesamtunsicherheit Ag der Erdbeschleunigung zu bestimmen.

4.4 Die Gesamtunsicherheit

Hat man die statistische und die systematische Unsicherheit berechnet, so kann man die
beiden quadratisch zu einer Gesamtunsicherheit

Az = [ (Atgar)? + (Atigyst)? (17)

aufaddieren, da Axgiar und Azgys im Allgemeinen unabhéngig voneinander sind. Ebenso
zuléssig ist es jedoch, das Endergebnis

T = TBest T Astat £ A1’syst (18)

mit separaten Abweichungen anzugeben.

5 Datenanalyse

Finige Messdaten bediirfen einer Analyse, bevor man mit ihnen weiterarbeiten oder sie
beurteilen kann. Wurden mehrere Bestwerte fiir dieselbe Messgrofie ermittelt, kann man
abschétzen, ob diese miteinander vertraglich sind (Kapitel 5.1), und welcher Wert beim
Mitteln wie stark ins Gewicht fallt (Kapitel 5.2). Bei Messwertpaaren (z;,y;) gilt es
herauszufinden, ob und durch welche Faktoren x und y zusammenhéngen (Kapitel 5.3 und
5.4). Auflerdem kann man tiberpriifen, ob ein einzelner Messwert (Kapitel 5.5) oder eine
erwartete Verteilungsfunktion (Kapitel 5.6) zu einer Messreihe passt.

5.1 Diskrepanz

Wenn zwei Messwerte derselben Grofe nicht iibereinstimmen, spricht man von Diskrepanz.
ZahlenmaBig entspricht die Diskrepanz der Differenz zwischen zwei Messwerten S.16].
Eine Diskrepanz gilt als signifikant, sofern sie mehr als das Doppelte der Messunsicherheit
betrégt. In diesem Fall liegt haufig eine nicht erkannte systematische Unsicherheit vor, die

11



12 5 Datenanalyse

durch eine sorgfiltige Uberpriifung der Messanordnung eliminiert werden kann ||
Ist die Diskrepanz nicht signifikant, d.h.

|z1 — 22| <2 Axy (19)

und
|:L‘1 —ZE2| S 2'Al’2, (20)

so bezeichnet man die beiden Messergebnisse als konsistent.

5.2 Der gewichtete Mittelwert

Hat man eine Grofle x mehrfach in verschiedenen Messungen bestimmt, erhdlt man fiir
gewohnlich unterschiedliche Ergebnisse x; mit unterschiedlichen Abweichungen Axz;. Geméafl
dem Sprichwort ,,Die Wahrheit liegt in der Mitte“ ldge es nahe, die Messergebnisse wie in
Gleichung zu mitteln, um auf das Gesamtresultat zu kommen. Diese Vorgehensweise
wiirde aber bedeuten, allen Einzelergebnissen - unabhéngig von ihrer Genauigkeit - das
gleiche Gewicht beim Mitteln zuzusprechen S.130].

Angenommen, die Messgroflen z; £ Axy, 29 + Axa,... seien konsistent. Dann weist man
jedem Messergebnis einen Gewichtungsfaktor

1
Wi — 21
! (Axl)Q ( )
zu. Dieser entspricht dem reziproken Fehlerquadrat, d.h. je préaziser die Messung, desto
starker wird sie bei der Berechnung des Gesamtergebnisses gewichtet. Nun berechnet man
den Bestwert

W - X1+ Wy -T2+ W33+ ... B lell‘l
TBest — = (22)
w1 + wy + ws + ... Ziwi
mit der Messunsicherheit
1
Arx = ————. (23)

\ ZZ]\L1 Wwj

Anmerkung: Fiir den seltenen Fall, dass alle Messunsicherheiten betragsméflig gleich sind,
geniigt es tatséchlich, den arithmetischen Mittelwert zu berechnen.

Im Reversionspendel-Versuch und im Fadenpendel-Versuch wird jeweils die Erdbeschleuni-
gung g ermittelt. Anschlieend kénnte man die Ergebnisse der beiden einzelnen Versuche
zu einem Gesamtergebnis zusammenfassen.

grp = 9,753 Agpp = 0463  wgp = 4,735,
4
grp = 9,8045% Agrp = 0,065 S% wrp = 236,69 #

Wie man sieht, ist der Messwert beim Fadenpendel wesentlich préziser und hat
daher ein deutlich héheres Gewicht bei der Bestimmung des Bestwerts.

WRpP - grP + WFp - grp m
9gBest = J g = 9’ 803 2
WRp + WFp S
1
Ag= ——==0,0064 %
VWRP +WFp S

= g = (9,803 +0,064)
S

Achtung: Dies bedeutet nicht unbedingt, dass das Gesamtergebnis dem wahren Wert bzw.
dem Literaturwert ndher kommt als eines der Teilergebnisse.

12



5.3 Kovarianz 13

5.3 Kovarianz

Um festzustellen, ob die Fehler zweier Messgroflen  und y tatsédchlich unabhéngig sind,
oder ob bei Datenpaaren vom Typ (z;,y;) ein Zusammenhang zwischen = und y besteht,
bildet man die Kovarianz .

Hat man N Datenpaare (x1,¥1),...,(znN, yn) aufgenommen, so bildet man die Mittelwerte =
und y. Werden die Produkte der einzelnen Abweichungen zu beiden Mittelwerten aufsum-
miert, erhilt man die Kovarianz (analog zur Varianz; hier werden jedoch zwei Messgroien
beschrieben) S.157].
N
Ooy = = (s — ) (i — ). (24)
N
Bei einer Abhéingigkeit (z.B. zu grofles z ergibt zu grofies y) haben die Klammern stets
das gleiche Vorzeichen, sodass man in der Summe einen groflen Wert fiir die Kovarianz
erhélt. Bei zwei unabhéngigen Variablen dagegen nahert sich die Kovarianz nach vielen
Messungen dem Wert Null an .

5.4 Die lineare Regression

Héufig besteht ein linearer Zusammenhang zwischen zwei Messgréfien x und y, sodass sie
durch eine Geradengleichung
y=a-x+b (25)

beschrieben werden konnen. Die abhéngige Messgrofie y ist eine Zufallsgrofie (d.h. mit einer
statistischen Unsicherheit behaftet), die Einflussgroie 2 kann eine Zufallsgrofie sein, muss
es aber nicht [14]. Fiir den Experimentator sind die Steigung a und/oder der y-Achsen-
Abschnitt b von Interesse. Beide sind konstant (meist Material- oder Naturkonstanten) [15].
Man nimmt nun N Wertepaare (z;,y;) auf, indem man die Gréle x auf bestimmte Werte
einstellt und jeweils den zugehorigen Wert y abliest. Dann gilt es, das passende Parameter-
paar a, b fiir den in Gleichung genannten Zusammenhang zu finden.

Graphische Losung: In Nebenfachpraktika ist es heute noch iiblich, die Wertepaare
(i, ;) von Hand in einem Diagramm einzuzeichnen und nach Augenmaf eine Ausgleichs-
gerade so hindurchzulegen, dass ihr Abstand zu den Messpunkten moglichst klein ist. Falls
man die Standardabweichung in z- und y-Richtung kennt, so zeichnet man bei jedem Punkt
die Fehlerbalken ein und wéhlt die Gerade so, dass sie so viele Fehlerbalken wie moglich
schneidet S.143].

Dann werden die Steigung a und der y-Achsen-Abschnitt b aus der Zeichnung abgele-
sen . Oft wird félschlicherweise angenommen, dass es geniigt, eine Gerade durch den
ersten und den letzten Messpunkt zu zeichnen; in Wirklichkeit sollten aber moglichst alle
Werte beriicksichtigt werden. Denn da y und meist auch « einen systematischen Fehler
besitzen, ware es nicht prazise genug, nur zwei einzelne Werte zu betrachten |\

Mathematische Losung: Ein schnelleres und vor allem auch genaueres Ergebnis wird
jedoch erzielt, wenn man die Messdaten mit einem geeigneten Analyseprogramm (z.B.
Origin, GNUplot, qtiplot) auswertet.

Der mathematische Ansatz, auf dem die Berechnungen der Analyseprogramme beruhen,
wird Prinzip der kleinsten Quadrate genannt: Die Parameter a und b sollen so gewéhlt
werden, dass die Summe der Quadrate der vertikalen Abstédnde zwischen der Geraden und
den Messwerten ;

(yi —a-z; —b)?

2
1 in

S =

7

(26)

n

13



14 5 Datenanalyse

minimal wird.

Abbildung 5.1: Je nédher die Ausgleichsgerade den Messpunkten kommt, desto kleiner fallen
die Abstandsquadrate (grau) aus .

Es handelt sich hier also um eine Extremwertaufgabe: Leitet man Gleichung jeweils
nach den Parametern a und b ab und setzt die Ableitungen gleich Null, um das Minimum
fir S(a,b) zu bestimmen

% =S (i = b) () = 0= Y () —a ()P — b (w) =0, (27)

Oy;

O oy 2 m B DL0e= Y a Y (m) b N =0, (2)

so findet man aus Gleichung

2
2
Gyi

b=

L

1
—a@:Nzyz‘—%Zyz’- (29)

Setzt man dies wiederum in Gleichung 28| ein, so erhélt man die Bedingungen fiir ¢ und b,
sowie daraus die Varianz (die quadratische Standardabweichung) 05 S.138] ||

- N ziyi) — o) wi)

, 30
Nl ) o
s (SIS ) — (S (S ) 1)
NSl - (Ca)
N 2
2 _ 2imi(Wi —a-xi —b)

oy = N3 . (32)
Gleichung |32] liefert durch eine Fehlerfortpflanzung die Unsicherheiten der Parameter a

und b N2 2 50

¥ o x;
Aa = Yi und Ab= Yi—z . 33
N () - () N (S (Cr)? )

Man beachte bei Gleichung [32] die Skalierung mit N—2 im Nenner: Dies ist die Anzahl der
Freiheitsgrade [1]. Fiir eine Fehleranalyse durch eine Ausgleichsgerade sind mindestens drei
Messwertpaare notig, da es bei nur zwei Messwerten keine Abweichung von der Geraden
geben kann [2].

14



5.4 Die lineare Regression 15

Linearisierung: Besteht kein linearer Zusammenhang zwischen x und y, sondern ein
quadratischer oder exponentieller, so behilft man sich mit einer Variablentransformation,
indem man nicht z selbst auf der 2-Achse auftriigt, sondern z2, In(z), etc.

Mit einer solchen Hilfsgréfle hat man die nichtlineare Formel auf eine lineare Form gebracht
und kann eine lineare Regression durchfiithren . Bei den meisten Plotprogrammen ist
das allerdings nicht mehr nétig, da sie auch nichtlineare Zusammenhénge auswerten kénnen.

Beim Reversionspendel-Versuch wird der Abstand zwischen den beiden Aufhingungspunk-
ten variiert. Fiir jede Einstellung wird die Schwingungsdauer des Pendels an der oberen
und der unteren Schneide gemessen. Anschlieflend legt man jeweils eine Regressionsgerade
durch beide Messreihen, um im Schnittpunkt die reduzierte Pendelldnge und die zugehorige
Schwingdauer zu finden.

Schwingdauer beim Reversionspendel

0,55 0,6 0,65 0,7
1,8 N TN NN SN NN NN NN T Y SR N SR S SR N B 1,8
. | L
1,75 - L 1,75
“ ] _
£ A -
» L7 — 1,7
] - [ L
=
3 - L
S i L
c
0 - L
B 1,65 — — 1,65
2 ] L
]
2 - L
1,6 — — 1,6
_ [ L
i m B
- L L
1,55 T T T T [ T T T T [ T T T T T 1 1,55
0,55 0,6 0,65 0,7

Abstand der beiden Schneiden in m

Abbildung 5.2: Schwingdauer an der oberen (schwarz) und der unteren (rot) Schneide des
Reversionspendels

Der Graph fiir die obere Schneide gleicht einer Geraden, doch der Graph fiir die untere
Schneide gleicht einer Parabel. Daher benttigt man fiir die Regression ein Programm, das
auch quadratische Regressionen durchfiithren kann.

Alternativ dazu kann man sich behelfen, indem man fiir eine lineare Regressionsgerade
der unteren Schneide nur diejenigen Messpunkte einbezieht, die nahe des Schnittpunktes
eine anndhernd gerade Linie bilden, auch wenn dies ein geringfiigig ungenaueres Ergebnis
liefert.
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16 5 Datenanalyse

5.5 Das Verwerfen von Daten

Zuweilen kommt es vor, dass ein Messwert nicht zu den anderen zu passen scheint. Bei
einem solchen Ausreifler, der stark von einer Messreihe abweicht, stellt sich die Frage:
Befindet sich die Abweichung im Rahmen der erwarteten Streuung, oder ist bei der Messung
ein grober Fehler unterlaufen? Sollte Letzteres der Fall sein, darf man den Wert verwerfen,
damit er das Ergebnis nicht verfilscht? [1]

Die sicherste und wohl auch ehrlichste Herangehensweise fiir den Umgang mit Ausrei-
Bern ware es, die Messung zu wiederholen: Entweder tritt die Anomalie erneut auf, da ein
systematischer Fehler oder ein physikalischer Effekt dahintersteckt, oder man erhélt mehre-
re glaubwiirdigere Messwerte, sodass der Ausreifler weniger ins Gewicht fallt , S.126].

Falls es nicht moglich ist, die Messung zu wiederholen, hilft das Chauvenet-Kriterium
weiter: Der fragliche Wert gilt dann als akzeptabel, wenn man bei N normalverteilten
Messwerten zumindest einen halben (d.h. aufgerundet einen ganzen) Messwert erwarten
kann, der ebenso stark abweicht. Dazu muss man zunéchst wissen, um wie viele Standard-
abweichungen o der verdéchtige Wert vom Mittelwert entfernt ist [5].

Unter Verwendung der Gleichungen und berechnet man den Mittelwert z und
die Standardabweichung o,. Hierbei werden alle Messwerte miteinbezogen, auch der Aus-
reifler. Anschliefend berechnet man die Anzahl ¢4 der Standardabweichungen, die zwischen
dem Ausreiier (im Folgenden z 4 genannt) und dem Bestwert Z liegen [10, S.126]

_lza—a|

ta (34)

O

Unter der Annahme, dass die Messwerte normalverteilt sind, kann man die Wahrschein-
lichkeit P berechnen (bzw. eine Funktion des Computerprogramms nutzen oder in einer
Wahrscheinlichkeitstabelle nachschlagen), mit der ein Messwert aufierhalb der Grenze von
t 4 Standardabweichungen fallt. Multipliziert man diese mit der Anzahl N der Messwerte,
so erhélt man die erwartete Anzahl ny von Messwerten, die mindestens so schlecht ausfallen

wie x4

na = N - (1 — P(innerhalb t40;)). (35)

Falls ny kleiner als 1/2 ist, dann erfillt x4 das Chauvenet-Kriterium nicht und darf
verworfen werden. Danach werden Mittelwert und Standardabweichung neu berechnet.
Der Mittelwert sollte nun genauer sein und die Standardabweichung kleiner, sodass nun
moglicherweise andere Messwerte nicht mehr dem Chauvenet-Kriterium geniigen. Man
kénnte nun die Formeln und mit den neu berechneten Werten nochmals anwenden,
die meisten Autoren raten hiervon allerdings ab S.128].

Ein Ausreiffer ist aber dennoch ein Messwert. Das heifit, auch wenn er zu stark abweicht,
um in einer Regression oder Mittelwertbildung eingerechnet zu werden, muss man ihn in
das Messprotokoll bzw. Schaubild aufnehmen, ihn als Ausreifier kenntlich machen und eine
Begriindung dafiir angeben, dass er verworfen wurde. In einer Liste von Messdaten wird
ein Ausreifler iiblicherweise geklammert.

Letztendlich muss ein abweichender Wert auch nichts Schlechtes sein. Moéglicherweise
steckt ein bisher unbekanntes physikalisches Phdnomen dahinter [9, S.38]. Und wenn man
bedenkt, dass 68% aller Messwerte innerhalb des 1o-Intervalls erwartet werden, miissen im
Umkehrschluss ohnehin 32% aufierhalb liegen [9) S.37).
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5.6 Der Chi-Quadrat-Test fiir eine Verteilung 17

Im folgenden Beispiel wurden die Schwingzeiten beim Fadenpendel gemessen. Jedoch
erscheint der Messwert bei 25 Perioden unverhiltnisméflig hoch.

Schwingdauern verschiedener Periodenzahlen beim Fadenpendel

Zeit in Sekunden Einzelschwingung Zeit in Sekunden Einzelschw.
5T 7,982 1,596 30T 48,015 1,601
10T 15,992 1,600 35T 56,020 1,601
15T 23,998 1,600 40 T 64,023 1,601
20T 32,002 1,600 45T 72,030 1,601
25T 60,011 2,400 50 T 80,039 1,601

Berechnet man den Mittelwert und die Standardabweichung einer Einzelschwingung
x=1,68s o, =0,253s,

so findet man heraus, dass der verdichtige Wert x4 um t4 = 2,9 Standardabweichungen
vom Mittelwert entfernt liegt. Bei 10 Messwerten erwartet man demnach, dass

na=10-(1—0,9963) = 0,037

Messwerte ebenso schlecht wie der Ausreifler ausfallen, was deutlich unterhalb der Grenze
von 1/2 liegt. Der Wert darf also verworfen werden, d.h. man kennzeichnet ihn als Ausreifer,
rechnet aber nicht mit ihm weiter.

beim Fai p i beim Fa
1] 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
90 [ i IR R I L1 L | 50 90 Ll N P I Ll | g
80 » £ BD 80 3 Y F 80
70 P E 70 703 - E 7
] s 3 ']
5507_ . E 60 5sut o E 60
z ] ,,"’. £ B /'.
EEE s £ g0 o F
& 7 8 A g
£40 E 40 £ 40 E 40
- 3 ] =
N 7 ~ J &

303 . E 30 303 p E 30
] e E ] s F
204 [li] 20 F 20
1 . £ 1 ] F
1.07: . ;]I] LUE ./ ;ID
" +——rrrrr—rr—rrr 0 "+ 0
1] 10 20 30 40 50 60 a 10 20 30 40 50 60
Anzahl der Schwingungen Anzahl der Schwingungen

Abbildung 5.3: Ein ausgeschlossener Ausreifler wird nicht in die Regression aufgenommen.

5.6 Der y?-Test fiir eine Verteilung

Um zu priifen, ob die Ergebnisse einer Messreihe der erwarteten Verteilung (hier: einer
GauB-Verteilung mit den Parametern Z und o) folgen, kann man den x2-Test durchfiih-
ren : Je kleiner die dimensionslose Gréfie x? ausfillt, desto besser stimmen Theorie und
Messung tiberein . x% =0 bedeutet vollstindige Ubereinstimmung .

Angenommen, eine Grofle x wurde N-mal gemessen. Zunéchst berechnet man den Bestwert
x sowie 0, die Standardabweichung des Einzelwerts S.194].

Um nun auf die Verteilung zu schlielen, gilt es herauszufinden, welche Messwerte wie oft
vorkommen. Wie bereits in Kapitel 3.3.2 erwihnt wurde, ist es nicht sinnvoll, die Haufigkeit
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von jedem einzelnen Wert zu betrachten. Stattdessen unterteilt man die Messwerte in n
Klassen k ein, d.h. in Intervalle abhéngig von z und o [1]. Bei einer manuellen Berechnung
ist zu beachten: Jede Klasse muss mehrere Messwerte enthalten. Falls ein Messwert genau
zwischen zwei Klassen fallt, ordnet man jeder Klasse einen halben Wert zu S.195].
Bei der Verwendung eines Analyseprogramms ist diese Aufteilung nicht notwendig. Somit
findet man bei jeder Klasse die Anzahl By der Beobachtungswerte.

Unter der Annahme, dass die Messwerte normalverteilt sind, bestimmt man bei jeder
Klasse die Wahrscheinlichkeit, dass ein Messwert in dieser Klasse landet. Damit berechnet
man, wie viele Messwerte E; man in welcher Klasse k erwarten wiirde.

Anmerkung: Die erwartete Anzahl Ej, der Werte ist in den meisten Féllen keine ganze
Zahl. Der Grund dafiir ist, dass Fj nicht die tatsdchlich erwartete Anzahl ist, sondern ein
Mittelwert, den man erwartet, wenn man die Messung mehrfach wiederholt S.196].

Angenommen, man hat 40 Messwerte aufgenommen. Man kann sie nun in vier Klassen
einteilen, je nachdem, ob sie im Intervall z 4+ ¢ liegen oder nicht.

Klasse k Intervallbereich Wahrsch. P E,=N- P By,
1 r<T—o0 16% 6,4 8
2 r—o<zx<zx 34% 13,6 10
3 r<x<IT+o 34% 13,6 16
4 rT+o<x 16% 6,4 6

Bei einer endlichen Anzahl von Messungen liegt eine gute Ubereinstimmung zwischen den
Messwerten und der erwarteten Verteilung vor, wenn B — Ej klein ist. Um wiederum
abschéatzen zu konnen, was ,klein® ist, dient die Standardabweichung als Referenz. Die
Idee dahinter ist folgende: Die vielen verschiedenen Messwerte von By streuen um den
Bestwert Ej und haben - wie das bei Zéhlprozessen iiblich ist - eine Standardabweichung
von 0 = +/E}, zu ihm. Dies entspricht der Standardabweichung der Poisson-Verteilung, die
das passende Modell fiir diskrete Werte darstellt. Man betrachtet das Verhaltnis S.197]

By — Ey
VE,
dieses kann sowohl positiv als auch negativ sein, und ist in der Regel von der GroBenordnung

1 oder kleiner. Wenn man die in Formel berechnete Zahl quadriert und die Ergebnisse
fiir alle Klassen aufsummiert

(36)

(B, — Ep)*

et (37

n
X =3
k=1
so erhiilt man einen Indikator fiir die Ubereinstimmung zwischen der theoretischen und
der gemessenen Verteilung der Messwerte. Hat man bei n Klassen eine Ubereinstimmung
von S.197]

X2 <n, (38)

ist dies ein Zeichen dafiir, dass die angenommene Verteilung die Messung richtig beschreibt.
Ist x2 jedoch signifikant grofer als die Anzahl der Klassen, so kann man davon ausgehen,
dass die Messwerte nicht der erwarteten Verteilung folgen .

Im oben genannten Beispiel liegt eine Ubereinstimmung von x? = 1,8 vor. Dieser Wert ist
eindeutig kleiner als die Anzahl der Klassen n=4. Die Messwerte passen offensichtlich zu
der erwarteten Verteilung.
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6 Experimentierprozess, Protokoll und
Auswertung

Ein Experiment liefert wie gesagt nur eine Nédherung fiir den wahren Wert. Um diese so
genau wie moglich zu erhalten, sind einige Dinge unerlésslich.

Wihrend des Versuchs:

Die verwendeten Messgeridte miissen sorgfiltig kalibriert werden, um grobe Fehler zu
vermeiden. Anmerkung: Die Téatigkeit, im Praktikum ein Messgerat so einzurichten, dass
Messwerte unter den gegebenen Bedingungen abgelesen werden kénnen, nennt man ,kali-
brieren®. Der Begriff ,eichen“ bezeichnet eine Priifung, die durch das Eichamt und mit
eichfihigen Geréten durchgefithrt wird [3].

Alle Messwerte sollten direkt notiert werden, wie sie sind. Dies gilt auch fiir Werte, bei
denen eine Umrechnung notig wére. Sicherer ist es, die Werte gleich aufzuschreiben, statt
sie vorher im Kopf umzurechnen, denn ein hierbei begangener Rechenfehler ldsst sich im
Nachhinein nicht mehr feststellen S.154].

Weiterhin ist es nicht zu empfehlen, die Messwerte auf einem ,Schmierzettel zu notieren,
um sie spéter nochmal sauber abzuschreiben. Zum einen besteht die Moglichkeit, Ubertra-
gungsfehler zu machen. Zum anderen kénnte man unliebsame Messdaten beim Abschreiben
falschlicherweise aussortieren, anstatt sie zu analysieren S.155]. Dasselbe gilt auch,
wenn man die Messwerte wahrend des Versuchs mit dem Computer erfasst oder auswertet:
Es sollten alle Messwerte direkt und ohne ,Selektion“ eingetippt werden.

Falls die Unsicherheit einer Skalenbreite 0.4. abgeschétzt werden muss, sollte man dies
bereits wihrend des Praktikums machen und nicht erst beim Auswerten, wihrend man
den Versuchsaufbau nicht mehr vor Augen hat @

Bei der Auswertung:

Ein Versuchsergebnis wird immer mit einem Vergleich (zu einem Literaturwert oder einem
berechneten Erwartungswert) angegeben S.18]. Liegt der erwartete Wert im berechne-
ten Fehlerintervall, gilt der Versuch als gelungen [6]. Bei einer starken Abweichung gilt es,
Fehlerursachen zu finden und das Ergebnis kritisch zu bewerten [4].

7 Anhang

7.1 Ubersichtstabelle: ,,Was mache ich, wenn...?¢

Je nachdem, ob eine Messgrofie direkt oder indirekt gemessen wurde, ob die einzelnen
Parameter voneinander abhéngen, ob die statistische oder die systematische Abweichung
gesucht ist, behandelt man die Messwerte auf eine bestimmte Weise. Im Folgenden ist
nochmals Schritt fiir Schritt aufgelistet, wie man zum Gesamtergebnis mit Bestwert und
Abweichung kommt.
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7 Anhang

Tabelle 7.1: Welche Abweichungsart wird wie berechnet?

Einzelmessung

Messreihe

Bestwert
ZBest (direkte Messung)

Fpest(z,y, 2) (indir. Messung)

z (gemessener Wert)
F(z,y,z) (einsetzen)

z (Mittelwert)
F(z,y,z) (Mittelwerte einsetzen)

AZgtat

AF‘stat ($, Y, Z)

Statistische Abweichung

Aa und Ab (bei y = ax + b)

abschétzen

Grofitfehlerabschiatzung

Standardabweichung
des Mittelwerts
Gaufische Fehlerfortpflanzung
(wenn x,y, z unabhéngig);
Grofitfehlerabschétzung
(wenn z,y, z abhéngig)
Lineare Regression

Systematische Abweichung

[analog fiir z und F(z,y, z)]

N abschatzen abschatzen
AFgst(z,y, 2) GroBtfehlerabschatzung Groftfehlerabschiatzung
Gesamtabweichung

Ax = \/(Aacstat)Q + (Azgyst)?

Ergebnis

T = TRest = AT
oder ausgeschrieben
1 = Mgy 00 AV = Aﬂs'sys‘c

7.2 Wahrscheinlichkeitstabelle der Normalverteilung

Man betrachtet eine Gauf3-Verteilung vom Typ

fuo(z) =

1 _(@-w?

oV 2

e 202 dx

(39)

mit dem Zentrum p (dem wahren Wert von z) und dem Breiteparameter o. Dann ist

putto

P(innerhalb von to) = P(u—to <z < pu+to) = / fuo(x) (40)

p—to

die Wahrscheinlichkeit, dass ein Messwert innerhalb ¢ Standardabweichungen beiderseits
von p liegt , S.218]. Diese Wahrscheinlichkeit zu kennen, ist insbesondere dann wichtig,
wenn man das Chauvenet-Kriterium oder den x?-Test anwendet.

Tabelle 7.2: Die relative Wahrscheinlichkeit P(innerhalb von t o) in Abhéngigkeit von ¢

t P t P |t P
01 0080 | 11 0729 | 21 0,964
02 0159 | 12 0770 | 22 0972
03 023 | 13 0806 | 23 0979
04 0311 | 14 0838 | 24 0,984
05 0383 | 15 0866 | 25 0,988
06 0451 | 16 0890 | 26 0991
07 0516 | 17 0911 | 27 0,993
08 0576 | 18 0928 | 28 0,99
09 0632 | 19 0943 | 29  0,99%
1,0 068 | 20 0954 | 30 0997
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